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В ведени е
В данной работе рассматриваю тся ассоциативные кольца. Хорошо из­
вестно, что конечные кольца без ненулевых нильпотентных элементов раз­
ложимы в конечные прямые суммы конечных полей. Я вляясь коммутатив­
ными, такие кольца составляют важ ны й подкласс в классе всех полупростых 
колец. До настоящего времени решеточные изоморфизмы полупростых ко­
лец не рассматривались (в отличие от ассоциативных алгебр, где первые 
работы по решеточным изоморфизмам были посвящены простым и полу- 
простым алгебрам). В работе [1] автором изучены все случаи, когда адди­
тивная группа кольца, решеточно изоморфного кольцу с примарной адди­
тивной группой, не является примарной. Результаты  этой работы позволяют 
рассматривать только те кольца, которые разлож имы  в прямые суммы ко­
нечных полей одинаковой характеристики. Всюду ниже Я  и Я ? — кольца с 
изоморфными реш етками подколец, а (р — решеточный изоморфизм (иными 
словами — проектирование) кольца Я  на кольцо Я 9 . При этом кольцо Я 9 
будем называть проективным образом кольца Д, а само Я  — проективным 
прообразом кольца Д^.
Работа состоит из трех частей. В первой части найдены все кольца, реше­
точно изоморфные произвольному конечному полю С Р (р п). Оказалось, что 
за небольшим исключением (когда п — степень простого числа или про­
изведение двух простых чисел) кольцо (С Д (рп))^ само является конечным 
полем, однако изоморфизма меж ду СЯ{рп ) и (С Д (рп))^ может и не быть 
(теорема 2.1, предложение 2.1).
Во второй части работы изучаю тся решеточные изоморфизмы колец, раз­
ложимых в прямые суммы конечных полей одной и той же характеристики. 
Здесь исследованы все случаи (их число равно двум), когда кольцо, реше­
точно изоморфное прямой сумме конечных полей, само неразложимо в пря­
мую сумму полей (теорема 3.1). Основным результатом этой части работы 
является теорема 3.2, в которой доказано, что кольцо, решеточно изоморф­
ное прямой сумме п конечных полей характеристики р при п ^  3, такж е 
является прямой суммой п конечных полей характеристики д.
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Пусть Д = 4- • • • 4- ГД где Дг = СР(рП1) (г =  1, п). Главным вопросом,
решаемым в третьей части работы, является вопрос о выполнении равенства
Д*> =  ^  +  . . .  +  * £ . (1)
Получены необходимые и достаточные условия, д л я  того, чтобы равен­
ство (1) выполнялось д л я  каждого решеточного изоморфизма (р кольца 
Д. Эти условия заклю чаю тся в том, что каж дое поле Р% не должно быть 
простым (теорема 4.1).
Часть результатов данной работы была анонсирована автором в [2].
Список приняты х обозначений:
А  0 В  — прям ая сумма абелевых групп А  и В
А р  В  — прям ая сумма колец А  и В
(а 1, а2, . . .  , aw) — кольцо, порожденное элементами а \ , а2>. . .  , ап
О =  {0} — нулевое подкольцо кольца R
L(R)  — реш етка подколец кольца R  
/(Д) — длина кольца Д, т.е. длина решетки L(R)
char R  — характеристика кольца Д
о (г) — аддитивный порядок элемента г
in d r  — индекс нильпотентности элемента г
А?,/,т,гг — натуральные числа
{hJ  £ N) — простые числа
М алые греческие буквы с индексами и без индексов, если не оговорено 
специально, обозначают целые числа.
1. П редварительны е сведения
Доказательство основных утверждений данной работы существенно опи­
рается на описание колец длин 2 и 3, содержащееся в статье [б]. Д л я  удобства 
читателя приведем необходимые сведения из этой статьи.
Л ем м а 1.1 . Решетка Ь(Я) имеет диаграмму, представленную на рис . 1, 
тогда и только тогда, когда кольцо Д изоморфно одному из следующих  
колец:
В\  =  (ч ) 4- <е2), о(ег) - р ,  е2 -  е% (г =  1 , 2 );
Д 2 = (е) 0 (г), о(е) =  о(г) =  2, е2 =  е, г2 =  0, ег — г, ге =  0;
Д 3 = (е) © (г), о(е) =  о(г) =  2, е2 =  е, г2 =  0, ег — 0, ге =  г;
Я а =  ( п )  0  (г2), о(гг) =  2, г2 =  0 (г =  1,2).
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Рис. 1 Рис. 2
Л ем м а 1.2 . Р еш е тка  Ь {Й ) им еет диаграмму, представленную на рис . 2, 
тогда и то лько  тогда, когда кольцо К  изоморфно одному из следующих  
колец:
Д 5 =  С Д (^ )  +  СД (р);
Д6 = (е) +  (г), о(е) =  22, о (г) =  2, е2 =  е, г2 = 0;
Ц 7 —  (е) ® (г), о(е) = 22, о(У) =  2, е2 —  е, г 2 —  0, ег —  ге —  г .
Л ем м а 1.3 . П у с т ь  К  =  (е^ 4- (е2) 4- (е3), где е2 =  ег, о(ег) =  р (г =  1,2,3).
Тогда №  =  (е^) 4- (е^) 4- (е^), где е'2 =  е\; о(е<) =  д (г =  1,2,3).
Л ем м а 1.4 . Диаграмма ре ш е тки  подколец кольца К  =  р 1 + Д 2, гдеР% —  ( / г) 
— поле с единицей ег (г =  1,2),  изоморфное С Р {р ч), представлена на рис. 3.
К
Рис. 3
Это утверждение также доказано в работе [б] (см. там предложение 7). 
Сделаем необходимое пояснение к рисунку: многоточие означает, что кольцо 
Д содержит д подколец, изоморфных полю ( / 1  +  / 2). Все эти подкольца 
содержат подкольцо (ех +  е2) и являются максимальными в Д.
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2. К ол ьц а, реш еточно и зом ор ф н ы е к он еч н ом у полю
П р ед л о ж ен и е  2 .1 . КолъиаСР{рп) и СЕ(дт ) решеточно изоморфны тогда 
и только тогда, когда либо п — т — 1 , либо п и т  имеют канонические 
разложения р®1 • • • р^к и д^ 1 • • • д^к соответственно.
Д ок азател ь ств о . Любое ненулевое подкольцо конечного поля является 
подпол ем в нем и потому множество всех ненулевых подколец образует 
решетку, которая совпадает с решеткой подполей. Решетка подполей ко­
нечного поля СЯ^р71) изоморфна решетке натуральных делителей числа п 
(этот факт вытекает из критерия подло л я конечного поля, см., например, 
[3, с.6 8 ]). Решетки натуральных делителей чисел п и т  изоморфны тогда 
и только тогда, когда либо п — т — 1 , либо п и т  имеют канонические 
разложения р®1 • • и д^ 1 • • • д^к соответственно.
Т еор ем а  2 .1 . Пусть К =  СР(рп). Тогда либо К9 =  СЕ(дт ), либо К9 изо­
морфно одному из колец Я&-Яц, указанных в таблице.
п ц щ и г
Рг> где 
к е  N и {0}
Цепь 
длины 
к +  1
Д 8 =  (е), о(е) =  дк+1, е2 =  е, (к >  0)
= (г), о(г) =  дк+1, г2 =  д3г, э =  1 , к + 1 
# ю  = (г), о(г) =  д, г2 ф 0 , г3 =  0 , (к = 1 )
Р1Р2
7
# 1 1  =  {е,г), о(е) =  д2, е2 =  е, о(г) =  д,
ег — ге — г, г2 =  уде, причем либо 7  =  1, 
либо д ф 2 и 7  — не квадрат в СЕ(д)
Д ок азател ь ств о . Так как конечное поле имеет дистрибутивную решетку 
подколец, то к кольцам К и К9 можно применить описание колец с дистри­
бутивной решеткой подколец [5, теорема 1 1 ]. Согласно этому описанию и с 
учетом конечности решетки Т(Д), заключаем, что либо К9 =  СЕ(дт ), либо 
К9 изоморфно одному из колец Я ^-Я ц ,  указанных в таблице. Если К9 =  Пг 
(г =  8,9,10), то Ь(Я) — цепь и потому Я = СР(рр*); если Я9 =  Д п , то 
Я  “  С Р { р ^ ) .
С ледствие 2 .1 . Пусть Я = СР(рп) и п > 1 . Тогда если п не является 
степенью простого числа и не является произведением двух простых чисел, 
то Я* “  СЕ(дт ).
С ледствие 2 .2 . Пусть Я =  СР(рп) и п > 1 . Тогда если Я9 не содержит 
ненулевых нильпотентных элементов, то Я9 =  СЕ(дт ).
С ледствие 2 .3 . Пусть Я  =  СР(рп). Тогда Я9 — коммутативное кольцо.
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3. К ол ьц а, реш еточно и зом ор ф н ы е  
прямы м сум м ам  конечны х полей
Т еор ем а  3 .1 . П у с т ь  Я  =  4- ЕЬ, где Е\ =  С Р (р п) } Е2 =  С Р (р гп) и кольцо
Я 9 не разлож им о в прямую сумму полей. Тогда Я 9 изоморфно одному из 
колец Я 2 ~Яа, Я§, Я ч*
Д ок азател ь ств о . Пусть ег — единица поля Ег. Любое минимальное под- 
кольцо кольца Я  содержится в подкольце 5 =  (е1) +  (е2)- Действительно, 
любое минимальное подкольцо в Я  порождено ненулевым идемпотентным 
элементом. Таких элементов в Я всего три: е 1, б2 , е1 +  в2 . Диаграмма решетки 
подколец кольца 8  представлена на рис. 4. Используя лемму 1 .1 , заключаем, 
что Я9 — д-кольцо. Предположим, что кольцо Я9 не разложимо в прямую 
сумму конечных полей. Тогда Я9 содержит ненулевой нильпотентный эле­
мент. Согласно той же лемме 1 .1  подкольцо 5^ изоморфно одному из колец 
Я 2 -Я<±- Если Я  =  5, то ясно, что п —  т  —  1 .
Л  +  ( е 2>
Рис. 4 Рис. 5
Предположим далее, что Я ф 5. Тогда хотя бы одно из полей Е\ или Дз 
(пусть для определенности это будет поле Е\) содержит подполе Р\ длины 2 . 
Согласно лемме 1 .2  диаграмма решетки подколец подкольца Р\ 4- (в2 ) имеет 
вид, показанный на рис. 5. При этом Р^ — (е), где о(е) = 2 2, ( е ^  = (2е). 
Если Я  =  Р\ 4- (в2 ), то, согласно той же лемме 1 .2 , Я9 = Дг, где г =  б, 7.
Допустим, что р 2 ф (<22) • Тогда поле Дз содержит подполе Р2 длины
2 . Диаграмма решетки подколец подкольца (е^ 4- Р2 имеет такой же вид, 
как и диаграмма решетки подколец кольца Р\ 4- (6 2 ). Поэтому аналогично 
заключаем, что Р^ =  (^), где и — идемпотентный элемент порядка 2 2, а 
(е2)Р =  (2 ы).
Рассмотрим элемент ей и докажем, что ей =  0. Так как элементы 2 е и 
2 и нильпотентны, то из описания колец йб и Й7 (а только им могут быть 
изоморфны подкольца (7\ 4- (6 2 ))^ и ({е^ 4- Р\ )^) следует, что 2(еи) = (2е)и Е 
(2е) и 2(еи) = е(2и) Е (2и). Значит, 2(еи) Е (е) П (и) = 0 и потому 2(еи) = 0.
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Если ей ф 0 , рассмотрим в подкольце (ей) минимальное подпольно Т  =  (£). 
Пусть
t =  с Д е м )  +  а 2{еи)2 + ------ 1- а^{еи)к. (2 )
Поскольку в кольце К все минимальные подкольца содержатся в подкольце 
5, то Т  С (2е) 4- (2и). Это означает, что I — а(2е) +  /3(2и) для некоторых 
сд/З Е {0,1}. С учетом равенства (2) имеем равенство
а2е + (32и =  ад (ей) +  ^ (еи  ) 2 +  * * * +  <%к (еи)*\ (3)
Умножая обе части равенства (3) на е слева, а затем на и справа, получим
а2е + (32и = а2е = /32д
откуда а — (3 — 0 и потому I — 0. Это означает, что ей =  0. Аналогич­
но доказывается, что ие =  0. Таким образом, кольцо (е) 4- {и) состоит из 
12  элементов. Нетрудно видеть, что это кольцо имеет диаграмму решетки 
подколец, представленную на рис. 6 , а.
(е) +  (2 и)
<«>
<2е)+ (2и)
(е) +  {«> Р 1 +  Р2
(е +  и, 2е) 
<2е) +  {и}
Рис. 6
Из леммы 1.4 следует, что Р\ % Р2- Покажем, что диаграмма решетки подко­
лец кольца Р\ 4- Р2 имеет вид как на рис. 6 , б. Диаграммы решеток подколец 
колец Р\ 4- (6 2 ) и Р2 4- {е\) представлены на рис. 6 . Пусть у Е Р\ 4- Р2 и 
у £ Р\ 4- (е2), у $ Р2 4- (6 1 ). Тогда у =  гц +  г/2, где уг Е Рг \  (ег) (г =  1 , 2 ). 
Ясно, что (г/г) =  Рг. Пусть / 1(3?) — минимальный многочлен элемента г/1. 
Поскольку 2  Р2, то / 1(2/2 ) ф О, а значит, / 1 (2/1 +  2/2) =  / 1 (2/2) Е (2/1 +  2/г)* 
Подкольцо ( / 1 (2/2 )) является по тлю л ем в Р2 и потому содержит его едини­
цу е2. Отсюда следует, что 2/2 =  (2/1 +  2^ )^2  Е (2/1 +  2/2 ) и? следовательно,
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{у\ +  У2 ) — Д  +  ^2- Это означает, что в Р\ 4- все собственные подкольца 
содержатся в подкольцах Р\ 4- (еф) и Р2 -4 (ei).
Сравнивая рисунки б,а и 6,£Г, убеждаемся в том, что решетки подколец 
колец Р\ 4- Р2 и (е) 4- (и) не изоморфнв1. Следовательно, предположение о 
том, что F2 ф (еф) неверно.
По предположению P f  — (е) и о(е) =  22. Следовательно, кольцо F f  не 
является полем и если F\ ф P i, то по теореме 2.1 Pi =  GF(ppiP2). Пусть 
д л я  определенности Pi =  GF{pp i) и Р3 =  GF{pp2). Тогда Р^  =  (г), где г — 
нильпотентный элемент индекса 3 и 2г =  0. Кольцо Р3 4- (в2) удовлетворя­
ет условиям леммы 1.2, и потому диаграм ма его решетки подколец имеет 
вид как на рис. 2. Из той же леммы следует, что кольца с такой решеткой 
подколец не содержат нильпотентных элементов индекса 3. Таким образом, 
предположение о том, что Pi ф P i, неверно. Теорема доказана.
С л е д с тв и е  3 .1 . Пусть R  =  Pi 4- Р2, где F% — конечное поле характери­
стики р . Тогда, если /(P i) +  / (^ 2) > 3, то RT разложимо в прямую сумму  
конечных полей одной и той же характеристики .
Л е м м а  3 .1 . Пусть R  = (ei) 4- * * * 4- {еп), где п ^  3, е2 =  ег, о(ег) =  р . Тогда 
RV =  (e'i) +  • • • +  (е'п)> Ле  е'2 =  е[, о{е[) = q.
Д о к а з а т е л ь с т в о . П окажем сначала, что R p не содержит ненулевых ниль­
потентных элементов. Пусть T f =  {tf) — минимальное подкольцо в Р ^ , а 
Т  =  (е) — его прообраз в кольце Р . Ясно, что е2 =  е ф 0. Пусть е =  
=  а \е \  а пеп . Очевидно, что все коэффициенты а г принадлеж ат мно­
жеству {0,1}. Кроме того, легко видеть, что найдутся три ортогональных 
идемпотента, и\, U2 , Для которых е Е U = {и 1) 4- (^2) +  (^з)- Согласно
лемме 1.3, Up — прям ая сумма трех простых полей. Следовательно, элемент 
t не нильпотентен, а значит, R p не содержит ненулевых нильпотентных эле­
ментов. Поскольку кольцо R p конечно, то оно разложимо в прямую сумму 
полей. Так как д л я  всякого элемента х  из Р  выполнено равенство х р =  ж, то 
Р  не содержит подполей длины 2. Это означает, что кольцо R p не содержит 
подполей длины ^  2, а потому R p — прям ая сумма простых полей одина­
ковой характеристики. Пусть R p — (е^) 4- • • • 4- (е^ ), где ег2 =  е-, о(е-) =  д. 
Кольца Р  и R p можно рассматривать как алгебры над полями GF{p)  и 
GF(q)  соответственно. Ясно, что п =  dim Р  = /(Р ) =  l (R p ) =  d im P ^  = m.
С л е д с тв и е  3 .2 . Пусть R  = F 1 P F 2 , где F% — конечное поле характеристи­
ки р и R p разложимо в прямую сумму полей. Тогда R p — Р\ +  Р2, zde P i ,P 2 
— конечные поля характеристики q.
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Т еор ем а  3 .2 . Пусть кольцо К разложимо в прямую сумму п конечных  
полей характеристики р и п ^  3. Тогда К 9 есть прямая сумма п конечных  
полей характеристики  д.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Д =  ^  • 4  и ег — единица поля Ег. Ясно, что
все минимальные подкольца в Я  содержатся в подкольце 5  =  (е1)4  - • • 4 (ега). 
По лемме 3.1 5^ =  (е^) 4  • • • 4  (е^), где ег2 =  е- ф 0 . Это означает, что Я ? не 
содержит ненулевых нильпотентных элементов и потому Я 9 разложимо в 
прямую сумму конечных полей. Число слагаемых в этой сумме равно /(5^), 
т.е. равно гг.
П р ед л о ж ен и е  3 .1 . Пусть Я  — конечное р-кольио без ненулевых нильпо­
тентных элементов . Тогда если кольцо Я 9 не коммутативно, то Я  =  
СЕ(р) 4 а Я * ¥  Я 5.
Д ок азател ь ств о . Если кольцо Я 9 не коммутативно, то оно не равно нулю и 
не разложимо в прямую сумму полей. По следствию 2.3 Я  не является полем, 
а по теореме 3.2 й  не разложимо в прямую сумму трех и более конечных 
полей. Следовательно, Я — Е\ 4  ЕЬ, где Р% =  С Р (р П{) (г =  1,2). Поскольку 
Я 9 не разложимо в прямую сумму полей, то по теореме 3.1 Я 9 =  Д 5.
Поскольку д л я  конечного ненулевого кольца условия не иметь ненуле­
вых нильпотентных элементов и быть разлож имы м в прямую сумму конеч­
ных полей эквивалентны, то из теорем 2.1, 3.1 и 3.2 вы текает следующее
П р ед л о ж ен и е  3 .2 . Пусть Я  — конечное р-кольио без ненулевых нильпо­
тентных элементов . Тогда если кольцо Я 9 содержит ненулевые нильпо- 
тентные элементы, то Я 9 =  Я %, где г =  1,8.
4. И нвариантность прям ы х сум м  при проектировани ях
Л ем м а 4 .1 . Пусть Я = Е\ 4 Е ^  где Р% — конечное поле характеристики р 
(г =  1,2). Пусть Р  — произвольное поле в Я . Тогда справедливы следующие 
утверждения:
1) 1(Р)
2) если /(Е \) < 1(Р) ^  ДЕЪ); то Р  С Р2;
3) если (II, V) = II4 С  для некоторых подколец кольца Я, то либо II С Е\, 
V  С р 2 , либо II С р 2 , V  С Е\.
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Утверждение очевидно, если Р  С Е\ или й  С й2 - Пусть 
Р  Ег. Тогда Р  = {/1 +  / 2), где / г Е Е \. Ясно, что / г ф 0 . Так как Р  — конеч­
ное поле, то д л я  некоторого натурального числа к выполняется равенство
91
2002 Известия УрГУ №22
(Д +  Д )^ =  Л +  Д > откуда следует, что =  Д. Если к — наименьшее нату­
ральное число с таким свойством д л я  элемента Д  +  Д , то очевидно, что д ля  
любого натурального числа т ,  меньшего А?, выполнено неравенство /Д  ф Д. 
Следовательно, (Д  +  / 2) =  СР(А?) =  ( / г) и потому /(Р ) ^  т и Д ^ Р Д ,/ ( Е 2)}.
2. Пусть /(РД  < /(Р ) ^  /(Р 2) и Р  =  (Д  +  / 2), где Д Е Р ь  Допустим, что 
Д  ф 0. Тогда / 2 ф 0. Так же, как и выше, (Д  +  / 2) =  СР(А?) =  (Д ) и потому 
/(Р ) ^  Д (Д )) ^  что противоречит условию. Значит, Д  =  0, а потому 
Р С Д
3. Если а и 6 — делители нуля в Р , то очевидно, что либо а Е Е\ и 6 Е Р2, 
либо а Е Р2 и Ь Е Е\
Л е м м а  4 .2 . Пусть  Я =  ^  4- Р2, где Д  — С Р Д Д  (г =  1,2). Тогда ТР = 
Р*7 +  РД.
Д о к а з а т е л ь с т в о . По следствиям 3.1 и 3.2 кольцо Р ^  разложимо в прямую 
сумму двух конечных полей РД +  РД одинаковой характеристики. Предполо- 
жим, что РД ф РД и РД ф РД. Тогда РД — поле длины 2 в Р Д  содержащее 
единицу е' кольца Р Р  Согласно лемме 1.4 в Р ^  найдется подполе Т Д  д ля  
которого РД П Г  =  (е'). Проективный прообраз Т  поля такж е является 
полем длины 2 в Р . Поскольку Т  ф Р 1, то Т  П Р 1 =  0. Получаем противоре­
чие, из которого следует, что РД =  РД или РД =  РД. В соответствии с этим 
имеем, что РД =  РД или РД =  РД. Таким образом, ВТ — РД 4- РД.
Т е о р е м а  4 .1 . Пусть  Р  =  Р х +  • • • 4- Рга, где гг > 1, Рг =  СР(р*Д (г =  1, гг).
Тогда для того, чтобы для любого решеточного изоморфизма у> выполнялось 
равенство (1), необходимо и достаточно, чтобы /(Р г) > 1 (г =  1,^)*
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность. Предположим сначала, что п — 2. По 
следствиям 3.1 и 3.2 кольцо Р ^  разложимо в прямую сумму двух конечных 
полей РД -4РД одинаковой характеристики д. По следствию 2.2 проективный 
прообраз Рг поля РД является полем.
Рассмотрим случай, когда НОД(гг1,гг2) < тгг ^  гг2. Пусть Р\ =  (Д  +  / 2), 
где / г 6 Ь  (г =  1,2). Если / 1 ф 0 и / 2 ф 0, то ясно, что (Д ) “  ( / 2) =  С Е ( Д , 
где к | НОД(гг1, гг2). Поскольку к ^  НОД(гг1,гг2) < тгг ^  гг2, то /(РД  < ДРг) 
(г =  1,2)- По следствию 2.2 РД — поле (г =  1,2) и так как /(РД) =  К^г) > 
1(Р\) =  1(Р[)) то по лемме 4.1 РД С РД, что невозможно. Значит, либо Д  =  0, 
либо Д  =  0 и потому РД = РД или РД =  РД. Соответственно, имеем РД = РД 
или РД =  РД, а значит, Р ^  =  РД 4- РД.
Пусть теперь НОД(гг1,гг2) =  п\  ^  гг2. Рассмотрим тогда в кольце Р  под- 
кольцо Т  =  Т\  4- Т2, где Т% С Р% и Тг =  ОР(дР) и гг делит НОД(гг1, гг2). По 
лемме 4.2 Т 9 =  Т Д 4- ТД, а по утверждению 3 леммы 4.1 либо ТД С РД,
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либо T f  С F f  и ТТ С P f . В соответствии с этим имеем либо F?  С Р ? , либоI  “ “  jL jL “ “  1 % “ “  ?■
F ^ С F f  и F f  С FjC Переходя к проективным прообразам колец F ^  и F ^ , 
получим F% С Р% и потому F% — Р% (г =  1,2), либо F\ С F2, F2 С Fi и потому 
Fi =  F2, F2 =  Р\. В каж дом  из этих случаев ввитолнено равенство (1).
Пусть теперь п > 2. Тогда, согласно предыдущему, д л я  любв1х г, j  =  1, тг 
ввшолнено равенство (F*-i-F, )^ =  F f  + F j . Следовательно, R 9 — F f  +  • • - -j-Fn .
Необходимость. Предположим, что l(Fn) = 1. Пусть ег — единица поля 
F* (г =  1, п). Обозначим подкольцо F\ 4- • • • -j- Fn- 1 через F . Тогда ясно, что 
R  — F  -j- (en). Сделаем несколько очевидных замечаний об идемпотентах 
кольца F . Пусть Е  — множество всех его ненулевых идемпотентов. Тогда
1. Уи Е Е  3 н , . . . ,  ik Е { 1 , . . .  , п} (и =  еп н------- ь ег J;
2. Элемент е =  ei +  • • • +  еп является единицей в кольце F;
3. Уи , v Е Е  З й  Е Е  U {0} (ии =  и = >  и = и + й  & ий = 0).
Дальнейшее доказательство разобьем на несколько частей.
1. Пусть U — подкольцо в F , не содержащееся в F  и не содержащее еп. 
Тогда в U существует элемент и =  а + en , где а Е F  \  {0}. Пусть f ( x )  Е 
GF(p)[x] и f (a )  = b — единица подкольца (а). Пусть f ( e n) = аеп . Так как
f ( u )  =  Ь + аеп , то ясно, что а ф. 0 (mod р). Если а ф. 1 (mod р), то а 2 ф. а
(mod р) и потому ( / ( ^ ) ) 2 — f ( u )  = (а2 — а)еп . Очевидно, что в этом случае 
еп Е F , что противоречит условию. Следовательно, f ( u )  =  b + ew, причем 
& +  етг — единица в кольце (гг). Рассмотрим множество
F  =  {6 G F  | 62 =  Ь & 6 +  en G U}.
Это множество конечно и не содержит нуля кольца F . Обозначим произве­
дение всех элементов множества В  через с. Тогда с — ненулевой идемпотент 
в кольце F  и так как с + еп Е F , то с Е В.  Кроме того, по определению
V6 Е В  Ьс — с. (4)
2. Рассмотрим идемпотент с + еп . Предположим сначала, что с + еп — еди­
ница кольца U, Тогда д л я  любого ненулевого идемпотента г; из U (c-\-en)v — и 
и потому из замечания 3 следует, что с + еп =  v + d д л я  некоторого идемпо­
тента d из F , причем vd — 0. П р едцо л о ж им , что d =  d\ + еп д л я  некоторого 
идемпотента d 1. Поскольку d Е U , то tii Е В , а значит, согласно (4) d\c — с. 
Имеем далее d =  d(c+en) =  (di + en )(c+en) = с+еп и потому г; =  0. Получаем 
противоречие, из которого следует, что v =  гц + еп д л я  некоторого идемпо­
тента v\ из F . Проводя аналогичные рассуждения, получим, что d — 0, а
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значит, V =  с + еп. Это означает, что Д содержит единственный ненулевой 
идемпотент с + еп и потому Д — поле с единицей с + еп. Предположим, что 
это поле не является проствт. Тогда в нем содержится элемент у, для кото- 
рого ур ф у. Пусть у =  /  +  ае п , где /  £  F ,  а  £  Ъ.  Так как ур -  у =  / р -  /  ф 0 , 
то (у) П Т ф 0. Это означает, что в подкольце (у) найдется ненулевой идем- 
потент, отлнчнътй от с + ега, что невозможно. Следовательно, Д — простое 
поле, т.е. II = {с + еп).
3. Допустим, что с + еп не является единицей кольца П. Рассмотрим 
тогда пирсовское разложение Д = (е — (с +  ега))Д 4- (с + ега)Д кольца Д 
по идемпотенту с + еп. Поскольку е — [с -\- еп) Е Д и Д — идеал в Д, то 
(е — (с +  еп))и  — Т  — подкольцо в Д. Идемпотент с + еп является едини­
цей в подкольце (с + еп)11. Согласно предыдущему пункту доказательства 
(с + еп)и  = {с + еп). Таким образом, V — Т  4- (с + еп).
4. Пусть II — произвольное подкольцо в Д. Тогда из пп. 1-3 следует, что 
подкольцо 11 представимо и притом единственным образом в виде
[  Т; 
и =  I Т  + (еп);
[ Т  4- (с + ега),
где Т  — подкольцо в Д, а с — ненулевой идемпотент из Д, для которого 
Тс  = 0.
5. Зададим отображение (р : Д(Д) -Э Д(Д) следующим образом:
{Д, если и  С Д;Т  ® (е), если Д = Т  4- {еп);Т  0  (е — с), если Д = Т  4- (с + ега).
Покажем, что </р2 — тождественное отображение Д(Д) на себя. Действи­
тельно, пусть 11 — произвольное подкольцо из Д. Тогда, если Д С Д, то
( и ? у  =  д^ =  д .
Пусть Д = Т  4- (ега). Тогда Д^ = Т ®  (е). Если Т  =  0, то
( Д * Т  =  (б)^ =  (е —  ( е г +  * * * +  етг— 1)) =  Уп) — и.
Если Т  ф 0, то в подкольце Т  содержится единица t. Пусть с =  е — I — еп. 
Тогда Д9 — Т  -4 (с + еп) и потому
( и ^ у  = Т  © (е -  с) = Т  © <* + еп) =  Т 4- <е„) = Д.
Пусть 11 =  Т 4- (с + ега). Согласно определению отображения </р имеем 
Д ^ = Т ® ( е - с ) . В  случае, когда Т  — 0, имеем
([/*>)*> =  (е _  С)Р = (е _  (е _  с _  еп^ =  (с +  е„) =  {/.
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Предположим, что Т  ф 0. Тогда так же, как и выше, Т ф (е - с )  =  Т  +  (е — с — £), 
где I — единица подкольца Т. Следовательно,
(и^ур  =  Т ф ( е  — (е — с — £ — ега)) =  Т  ф (с +  £ +  еп) — Т  +  (с +  еп) — II.
Таким образом, р  — обратимое, а значит, и биективное отображение Д(Д) 
на себя.
6. Пусть П, И — подкольца Д и
П С П  (5)
Докаж ем, что
и 9 С И** (6)
Включение (б) очевидно, если П С Я  или П =  Д. Предположим, что 
II =  Д - Р  (ега), где 7 \ — подкольцо в Д. Тогда подкольцо И содержит 
элемент еп и потому И =  Т2 4- {еп). Ясно, что С Т2, а значит,
П^ =  Т1 ® ( е ) С Т 2 ® ( е ) = П ^ .
Пусть II =  +  (с 1 +  ега). Возможны два случая: либо И =  Т2 4- (с2 +  ега),
либо И =  Т2 4- (ега). П р е дно л о жим сначала, что V = Т2 4- (с2 +  ега). Так как 
11 С П , то 7 \ =  Д П П С Д П И =  Т2 и <дс2 =  с2. Из последнего равенства 
следует, что с 1 =  с2 +  з д л я  некоторого элемента з из Т2. Имеем
и ^  — Т\  ® (е — ед) =  Т\  ® (е — с2 — з) С Т\  V (з) V (е — с2) С Т2 ® (е — с2) =  ИД
Пусть теперь И =  Т2 4- (ега). Тогда Е Т2, и потому
П^ =  Т1 ф ( е - с 1) С Т 2 ф( е )  =  П^.
Из этих рассуждений следует, что р  — изотопное отображение.
Пусть теперь выполнено включение (б). Тогда II = (П ^)^С (И ^)^ =  П. 
Таким образом, Д С П  4=> П^ С И*7. Это с учетом биективности р  означает, 
что р  — автоморфизм решетки Д(Д). При этом равенство (1) не выполня­
ется, так как Д^ =  (е). Теорема доказана.
Из теорем 2.1, 3.2, 4.1 и следствия 3.1 вы текает
Т е о р е м а  4 .2 . Пусть  Д =  Д1 +  • • • 4- ЕП 1 где п > 1, Дг =  СД (р^) (г =  1, п).
Пусть 1г > 1 и 1г = р^1 • • • р ^кг (г =  1, п). Тогда К 9 =  Д^ -4 • • • 4- Д £, где
ЫТО1 =  д“1 . . . д“Д
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